Projeto e Analise de Algoritmos 11

Sequéncias e Conjuntos

Prof. Dr. Osvaldo Luiz de Oliveira

Estas anotagdes devem ser
complementadas por
apontamentos em aula.



Seqliencias € Conjuntos

e Conjunto: colecao finita de elementos
distintos.

* Seqiiéncia: cole¢ao finita e ordenada de
elementos.

Obs.: se nao especificarmos nada em contrario, seqiiéncias serdao de
elementos distintos.



Ordenacao

KNUTH, D. E.. The Art of Computer Programming. Vol 3, Sorting and Searching. Reading:
Addison-Wesley, 1997, € uma “enciclopédia” sobre algoritmos de ordenacgdo e busca.



Diferentes reducoes, diferentes algoritmos



Desenvolvendo o Insertion Sort

I) Interface
InsertionSort (A, n)

IT) Significado
Ordena “in-loco” o vetor A de n elementos.



Desenvolvendo o Insertion Sort
) Reducao

InsertionSort (A, n—1)

|
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Inserir elemento A[n] na posi¢ao dele.




Desenvolvendo o Insertion Sort

Comandos:
InsertionSort (A, n— 1);
1:=n;
enquanto (1>2eAfi]>A[1-1])

{
troca:=A[i];A[1] :=A[1—-1]; A[1—- 1] :=troca;
1:=1-1

}
IV) Base

A redugdo € de 1 em 1. Escolhemos base paran = 1.
Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):
Nenhum comando € necessario.



Desenvolvendo o Insertion Sort

V) O Algoritmo

Algoritmo InsertionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado ‘“in-loco”.

{
se(n>1)
{
InsertionSort (A, n —1);
1:=n;
enquanto (i>2eA[1]>A[1-1])
{
troca:=A[1];A[1] :=A[1-1];A[1—- 1] :=troca;
1:=1-1
}



[lustrando o funcionamento do Insertion Sort
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Complexidade do Insertion Sort

Algoritmo InsertionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

T(n)

se(n>1) T 1)
{

InsertionSort (A, n— 1);

/

1:=n;
enquanto (i>2eA[1]>A[1-1])
{

1:=1-1

}

troca:=A[i];A[1] :=A[1—-1]; A[1—- 1] :=troca;

}
b~ 0=




Complexidade do Insertion Sort

Tn)=Tn-1)+n-1
T(l)=1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).



Desenvolvendo o Selection Sort

I) Interface
SelectionSort (A, n)

IT) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A de n elementos.



Desenvolvendo o Selection Sort

) Redugﬁo (sele¢do do maior)

N\
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Localizar o maior elemento e trocar ele de posi¢ao com A[n] .

SelectionSort (A, n—1)



Desenvolvendo o Selection Sort

Comandos:
im := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.
troca := A[im]; A [im]:=A[n]; A[n] :=troca;
SelectionSort (A, n—1)

IV) Base

A reducdo € de 1 em 1. Escolhemos base paran = 1.

Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):

Nenhum comando é necessario.



Desenvolvendo o Selection Sort

V) O Algoritmo

Algoritmo SelectionSort (A, n)
Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1)

{
1m := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.
troca := A[im]; A [im]:=A[n]; A[n] :=troca;
SelectionSort (A, n— 1)

}



Ilustrando o funcionamento do Selection Sort
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Complexidade do Selection Sort

Algoritmo SelectionSort (A, n)

Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1)

( /n—l

im := Maior (A, n); // O algoritmo Maior retorna o indice do maior.

T(n)

troca := A[im]; A [im]:=A[n]; A[n] :=troca;

SelectionSort (A, n— 1)

) ™~

T(n-1)

} \ T(1) =1




Complexidade do Selection Sort

Tn)=Tn-1)+n-1
T(1) =1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).



Desenvolvendo o Bubble Sort

I) Interface
BubbleSort (A, n)

IT) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A de n elementos.



Desenvolvendo o Bubble Sort

IIT) Reducao
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Desenvolvendo o Bubble Sort

Comandos:
parai:=1 at€é n— 1 faca
se (Ali] <Al1+1])

{
troca :=A[i]; A[i] :=A[1+1]; A[i+1] :=troca

BubbleSort (A, n—-1)

IV) Base

A reducdo € de 1 em 1. Escolhemos base paran = 1.

Comandos (para ordenar um vetor de 1 elemento):

Nenhum comando é necessario.



Desenvolvendo o Bubble Sort

V) O Algoritmo
Algoritmo BubbleSort (A, n)

Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”.

{

se(n>1)

{
parai:=1 at€é n— 1 faca
se (A[1] <Ali+1])
{
troca := A[1]; A[i] :=A[i+1]; A[i+1] :=troca

}
BubbleSort (A, n—-1)



[lustrando o funcionamento do Bubble Sort
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Complexidade do BubbleSort

Algoritmo BubbleSort (A, n)

T(n)

Entrada: vetor A de n elementos, n > 1.

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco”

{

se(n>1)

{ /

n-1

parai:=1 até n— 1 faca
se (Ali] <A[i+1])
{

troca :=A[i]; A[i] :=A[1+1]; A[i+1] := troca

}
BubbleSort (A, n—-1)

) ™~
} \ T(1)=1

T(n-1)




Complexidade do Bubble Sort

Tn)=Tn-1)+n-1
T(1) =1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).



Desenvolvendo o Merge Sort

I) Interface
MergeSort (A, i, f)

IT) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A do indice i até o indice f.



Desenvolvendo o Merge Sort

) Reducao

MergeSort (A, i, m)  MergeSort (A, m + 1, f)

l l

1145602319
I 2 3 n-1 n
Intercalar as duas partes ordenadas
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Desenvolvendo o Merge Sort

Comandos:
m:=| (+1)/2];
MergeSort (A, 1, m);
MergeSort (A, m + 1, 1)
Intercalar (A, 1, m, f)

IV) Base

E caracterizada por i = f (veja redugdes “dividir para conquistar™).
Comandos (para ordenar uma faixa de vetor com 1 elemento):

Nenhum comando é necessario.



Desenvolvendo o Merge Sort
V) O Algoritmo

Algoritmo MergeSort (A, 1, {)
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor (1 <{f).
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{
se(1<f) //Oui#f.

{
m:= G+f)/2];
MergeSort (A, i, m);
MergeSort (A, m + 1, {);
Intercalar (A, 1, m, f)
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Ilustrando o funcionamento




Complexidade

Seja a quantidade de elementosn =1—-1+ 1

Algoritmo MergeSort (A, 1, 1)

T(n)

Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor (1 <f).

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{
se(1<f) //Oui1#f.

{

T(n/2)

m:=L G+f)/2]; P

MergeSort (A, 1, m);

MergeSort (A, m + 1, f); /

Intercalar (A, 1, m, f)

) ™~

} ——[T(H)=0

T(n/2)




Algoritmos “Dividir para Conquistar”
dao origem a relagdes de recorréncia
“D1vidir para Conquistar”

T(n)=2Tn/2)+n-1
T(1)=0



Soluc¢ao geral de relacdes de recorréncia do
tipo “dividir para conquistar”
( Método da “Divisao e Conquista™)

Teorema:

A solugao da relacio de recorréncia T(n) = aT(n/b) + cn*, onde a
e b sao constantes inteiras, a = 1, b = 2 e ¢ e k constantes
positivas, €

r

O(HI%H) se a > bt
T(n)= -+ O(n"logn) se a=b*.
O (n*) se a < b*




Desenvolvendo o Quick Sort

I) Interface
QuickSort (A, i, f)

IT) Significado

Ordena “in-loco” o vetor A do indice i até o indice f.

Obs.: o0 algoritmo QuickSort foi originalmente proposto por:
HOARE, C. A. R. Quicksort, Computer Journal 5 (1), 1962 10-15.



Desenvolvendo o Quick Sort

) Reducao

5141116019 (2|3
1 2 3 n-1 n
1 f
i f

Escolher um pivd (qualquer elemento). Elegemos A[i].

Particionar o vetor colocando os elementos menores do que o pivo antes dele e os maiores
apos ele. Seja p a posicdo do pivd apods o particionamento.
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QuickSort (A, i, p - 1) QuickSort (A, p+ 1, 1)



Desenvolvendo o Quick Sort

Comandos:
p := Particdo (A, 1, f, 1); // O quarto argumento indica a posi¢ao do elemento
/l escolhido para pivo, antes do particionamento. O
// algoritmo retorna a posi¢cao p do pivo apos o
// particionamento.
QuickSort (A,1,p - 1);
QuickSort (A, p+1,1)

IV) Base

E caracterizada por 1 =1 (um elemento) e 1 > f (zero elemento). Verificar.
Comandos (para ordenar uma faixa de vetor com O ou 1 elemento):

Nenhum comando € necessario.



Desenvolvendo o Quick Sort
V) O Algoritmo

Algoritmo QuickSort (A, 1, )
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.
{
se(1<f)

{

p = Partlgﬁo (A, i, f, 1), // O quarto argumento indica a posi¢do do elemento escolhido para pivo,
/[ antes do particionamento. O algoritmo retorna a posi¢cdo p do pivd apds
// o particionamento.

QuickSort (A, i, p - 1);
QuickSort (A, p+ 1, )



[lustrando o funcionamento do Quick Sort
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Complexidades do Quick Sort

Seja a quantidade de elementos n =1 —1+ 1

Pior caso

Ocorre quando o pivo divide o vetor em dois subvetores, um com zero
elemento e outro com n — 1 elementos

Melhor caso

Ocorre quando o pivo escolhido divide o vetor em dois subvetores de tamanho
iguais a n/2.

Caso médio

E a média de todos os possiveis casos de posicionamento do pivo apos a
particao.



Complexidade (pior caso)

Algoritmo QuickSort (A, 1, f)

T(n)

Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{

se(1<f)

{ /n—l

p := Particdo (A, i, f, 1);

QuickSort (A, i, p-1);

QuickSort (A, p+ 1, 1)
]

}
\ T(1)=T(©0) = 1

T(0), digamos.

/

T(n - 1), digamos.




Complexidade (pior caso)

Tn)=Tn-1)+n-1
TO)=1

Resolvendo:
T(n) = O (n?).



Complexidade (melhor caso)

Algoritmo QuickSort (A, 1, )

T(n)

Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{

se(1<f)

{ /n-l

p := Particdo (A, i, f, 1);

QuickSort (A, i, p-1);

QuickSort (A, p+ 1, )
}

}
\ T(1)=T(0) = 1

/

T(n/2)

T(n/2).




Complexidade (melhor caso)

T(n)=2Tn/2)+n-1
T(1)=TO) =1

Resolvendo (r. r. “dividir para conquistar™):
T(n) =0 (nlog n).



Complexidade (caso médio)

Seja g a quantidade de elementos antes da posi¢cao do pivo.

Algoritmo QuickSort (A, 1, f)

T(n)

Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor .

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{

se(1<f)

{ /n-l

p := Particdo (A, i, f, 1);

QuickSort (A, i, p-1);

QuickSort (A, p+ 1, 1)
}

}
\ T(1)=T(0) =0

T(g)

/

Tn—qg-1).




Complexidade (caso médio)

— Complexidade do caso Probabilidade

0

1

TO)+T(n— 1) +n—1
T +Tm-2)+n—1

TQ)+T(n-3)+n—1

T(n—1) +TO) +n— 1
T —-2)+T() +n—1

T(n—1)+TO) +n—1

1/n

1/n

1/n

1/n

1/n

1/n

1/n



Complexidade (caso médio)

n(n—1)+2T(0)+2T() +...+ 2T (n—2) + 2T (n—1)

n

T(n)=
2 n—1 .

T(n)=n-1+=) T()
n i-o

A Solucao desta relagao de recorréncia €
T(n) =0 (nlog (n)).



Particao

I) Interface
Particdo (A, i, f. p)

IT) Significado
Particiona “in-loco” o vetor A tendo como piv0 o elemento
da posi¢ao p. A parti¢cdo sera realizada do indice i até o
indice f, sendo que i < p <f. Retorna a posic¢ao final do pivo.

Obs.: o algoritmo QuickSort foi originalmente proposto por:
HOARE, C. A. R. Quicksort, Computer Journal 5 (1), 1962 10-15.



Particao

) Reducao
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Particao
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Particao

Neste caso nao ocorre de Ali] < A[p] e de A[f]> Alpl].

6 (032

n-1

[

5
2

— W |

9
|
!
I

~ —> 3

P

Troca-se Ali] de posicao com A[f ] (poder-se-ia diminuir o tamanho do
problema, mas nao faremos isto nesta versao)

o [ DN

4
3
!
p

e — P [E—
~ —3



Particao

Comandos:
se (A[f]>Alp])f=1-1
senao
se(Alil<A[p]l)i=1+1
senao {

troca := A[1]; A [1] := A[f]; A[f] := troca;
/l troca o ponteiro p do piv0 se o pivo for movimentado.
se(p=1)p:=fsendose(p=1f)p:=1

retornar Parti¢do (A, 1, f, p)



Particao
IV) Base - Descobrindo qual é a base:

Particdo (A, 1,8, 1)
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Particao

Particao (A, 5,7,7)

314(112]0(9|5]6
| I Tt A base € caracterizadapori=1 (a
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Particao (A, 6,7,7)
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Particao

V) O Algoritmo

Algoritmo Particdo (A, 1, f,p)

Entrada: vetor ‘A’, indices ‘1’ e ‘f” do vetor e ‘p’, a posi¢ao do pivo .

Saida: Particiona “in-loco” o vetor A em torno do pivd da posi¢do dada por p. Retorna a
posi¢cao do pivd apds o particionamento.

{
se (1=1) retornar p
senao
{
se (A[f]>A[p])f:=f-1
senao
se (Ali]<A[p])i=1+1
senao {

troca := A[i]; A [1] := A[f]; A[f] := troca;
// troca o ponteiro p do pivo se o pivo for movimentado.
se(p=1)p:=fsendose(p=1)p:=1
}
retornar Particdo (A, 1, f, p)



Para criar novos algoritmos de ordenacao,
proponha outras redugoes.

Seja criativo!



Resumo

 Insertion, Selection
- pior, melhor e médio: O (n?).

e Bubble
- pior: O (n?).
- melhor: O (n).

- médio: O (n?).



Resumo

Merge
- pior, melhor e médio: O (n log n).

e Quick
- pior: O (n?).
- melhor: O (n log n).
- médio: O (n log n).



Quick Sort com mediana para p1vo

Algoritmo QuickSort (A, i, f)
Entrada: vetor A e inteiros i > 1, > 1.
Saida: o vetor A, ordenado ‘“in-loco”.

{
se (i<f)
{
inf) :=Mediana (A, i, f); // a varidvel “pivo” recebe o indice do elemento pivo.
in(A) = Partigﬁo (A, i,f, inﬁ); /] “pivd” recebe o indice do pivd apds a particio.
QuickSort (A, i, p1vo - 1);
QuickSort (A, pivo+ 1, f)



Complexidade (pior, melhor e média)

Sejan=f-i+ 1.

T(n) = 2 T(n/2) + O(n)
T(0) = T(1) = 0

Logo:
T(n) = O (nlog n).



Cota inferior para ordenac¢ao

» Algoritmos baseados em comparacao.

» Prove que qualquer algoritmo de ordena¢ao baseado
em comparacao tem complexidade minima de

Q (nlog n).



Modelo de computacdo: arvore de decisio

No interno: pergunta.

X, <X, ?

verdadez:/ y:lso / NG folha: resposta.




n=len=2

n=1:{x }

n=2{x,x}

X <x,?




n

X <x,?

/N

xX;<x37?
X, < X357

X, <x3?

X, < X357

3: { xp5 X0, X3 }

n =



Quantidade de folhas

n Quantidade
1 1

2 2

3 6

n n!

T

Permutacao de n elementos.




Concluindo

o Altura minima da arvore de decisao:

log (n!).
/ Aproximacao de Stirling.
* log (n!) =Q (nlog n).

» Logo a cota inferior € Q (n log n).



Ordenacao em tempo linear

« Algoritmos baseados em propriedades especiais
dos elementos a ordenar.

* Bucket Sort, Counting Sort e Radix Sort.



Bucket Sort

Pressuposicao: elementos a ordenar sao inteiros
no intervalo de 1 a k.

Obs.: ndo ha repeticao de elementos.
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O algoritmo

Algoritmo BucketSort (A, n, k)

Entrada: vetor A de n elementos inteiros situados no intervalo de 1 até k.
Saida: o vetor A ordenado.

Usa: vetor auxiliar B (bucket) de k elementos.

{
parai:=1 aré k faca B [1] :=0;

parai:=1 até n faca B [A[i] | :=1;

j=1
parai:=1 até k faca
se(B[i]=1)
{
Aljl=13:=3+1
}



Complexidade do Bucket Sort

O(k)
parai:= 1 até k faca B [i] := 0; —

parai:=1aténfacaB [A[i]]:=1, __— O(n)

j=1 O(k)
parai:=1 até k faca —
se(B[1]=1)
{

Alj]l=1j:=3+1
}



Concluindo

Tn,k)=0 (n+2k)=0 (n+k).

Sek=0 (n)entao T(n) =0 (2 n) =0 (n).

Se k >>>> n entdo as complexidades de tempo e de espaco
do algoritmo podem ser grandes.



Counting Sort

Pressuposicao: elementos a ordenar sao

inteiros, possivelmente repetidos, no intervalo
de 1 ak.



Ideia

Determinar, para cada elemento x, a quantidade de elementos que € menor ou igual a x.

(d) (e) (f)

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. Introduction to Algorithms. New York: MIT Press,
2004.



O algoritmo

Algoritmo CountingSort (A, B, n, k)
Entrada: vetor A de n elementos inteiros situados no intervalo de 1 até k.
Saida: vetor B de n elementos.
Usa: vetor auxiliar C de k elementos.
{
parai:=1 aré k faca C [i] :=0;
parai:=1 aténfaca C [A[i] | :=C [A[i] ] + 1;
// Neste ponto cada C [i] contém a quantidade de elementos igual a i.
parai:=2atékfacaC [i]:=C[i]+C[i-1];
/I Neste ponto cada C [i] contém a quantidade de elementos menor ou igual a
L.

parai:=n até 1 passo — 1 faca
{
B[C[AN]l]]:=Al
ClALll:=C[Al]]-1



Complexidade

el

parai:= 1 até k faca C [1] :=0;

parai:=1até n faca C [A[i] ] := C [A[i] ];

parai:=2at€ kfacaC [i] :=C[i]+C[1-1]; _—

parai:=n at€ 1 passo — 1 faca
{ \

B[ClA[i]]]:=All;
ClA[]]T:=C[Al]]-1

—

O(n)

O(n)

O(k)




Concluindo

T(n, k)=0 (n+ k).

Se k=0 (n) entao T(n) = O (n).

Se k >>>> n entdo as complexidades de tempo e de espaco
do algoritmo podem ser grandes.

Este algoritmo € estavel: elementos com 0 mesmo valor
aparecerao na saida na mesma ordem em que estavam na
entrada.



Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. Introduction to Algorithms. New York: MIT Press,

2004.
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Radix Sort

Idéia: ordenar o conjunto digito por digito, do menos significativo ao mais significativo.
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O algoritmo

Algoritmo RadixSort (A, n, d)

Entrada: vetor A de n elementos inteiros com d digitos.
Saida: vetor A ordenado.

{

parai:= 1 até d faca
Usar um algoritmo de ordenacao estavel para
ordenar o vetor A pelo digito 1



Complexidade

» Depende do algoritmo estavel usado na ordenacao.

* Suponhamos usar o Counting Sort.

- Se cada digito esta no intervalo de 1 até k entdo a
ordenacao do 1-€simo digito € 1igial a O (n + k).

-LogoT(n, d, k) =(dn+dk).

- Se d for constante (d <<<< n) e k = O (n) entao
T(n) =0 (n).



Busca

» Linear (em um vetor ndo ordenado - visto): O (n).

* Binaria (em um vetor ordenado - visto): O (log n)

Obs.: A discussao destes algoritmos ja foi feita na disciplina “Projeto e
Andlise de Algoritmos I.



Varia¢oes de busca binaria
(ver lista de exercici0s)

« Busca em uma seqii€ncia ciclica.
» Busca de um indice 1 tal que 1 = A[i].

» Busca em uma seqii€ncia de tamanho nao
conhecido.

 Calculo de raizes de equacdes (método de
Bolzano).



Estatisticas de ordem



Maximo e minimo

 Maximo: ® (n).
* Minimo: ® (n).

» Maximo e minimo simultaneamente (ver lista de
exercicios): aprox. 3n/2 comparacoes em vez de 2n
comparagoes.



