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Vetor (@rray)

 E uma estrutura de dados que armazena elementos do
mesmo tipo (inteiro, ou real, ou um registro etc.).

* Permite acesso indexado a qualguer de seus elesnento

e Tem sempre um tamanho fixo.



Complexidades

e Espaco: tendo um tamanho fixo, um vetor gasta sempre uma
guantidade constante de memdria durante a execucao do algoritmo.
Portanto, a complexidade de espaco devida a um veiét e

 Tempo para inserir, buscar ou remover um elemento: qualquer
elemento de um vetor pode ser pesquisado, inserido ou removido
em um tempo constanté(1) ).



Limitacoes

 Um vetor nao pode ser usado para armazenar elesnento
de diferentes tipos.

O tamanho de um vetor nao pode aumentar
dinamicamente, i.e., a medida que o algoritmo é
executado.



Registro

« E uma E.D. similar a um vetor, exceto pelo fatmde
ela pode armazenar elementos de diferentes tipos.

registroexempld
n: inteiro;
X: real;
v: vetor [1..20] de inteiro;
matriz vetor [1..20, 1..30] de booleano;
registro outroRegistro {
h: cadeia_de_caracteres;
C. caracter;
y: vetor [ 1..12] de inteiro;

}
}



ACesso

exemplon ;= 5;

exemplox ;= 3.2;

y .= exemplox* 5 + exemplon;
exemplov [2] := 15;

Exemplo.matriz [2, 4] := verdadeiro;
exemplo.outroRegistro.= ‘a’;



Complexidade

e Espaco: tendo um tamanho fixo, um registro gasta sempre uma
guantidade constante de memdria durante a execucao de um
algoritmo. Portanto, a complexidade de espaQd®.

 Tempo para buscar, inserir e remover. qualquer campo de um
registro pode ser pesquisado, inserido ou removido em um tempo
constante O(1) ).



Limitacao

« O tamanho de um registro nao pode aumentar
dinamicamente.



LIFO (last input first outpu).

situacaoi:

inicial : pilha vazia

situagao 2:

inserir informagao A

situagdo 3:

inserir informacao B

Fonte: SZWARCFITER, J. L.; MARKENZON, L. Estruturas de Dadosues $¢goritmos.

Pilha

Disciplina de entrada e saida de elementos:

Al B

fopo T

Rio de Janeiro: LTC, 1994.



1 2 3 o
Situacao 4: A
retirar informacéao (B) T o
topo
to2 3
situacédo 5: alc
inserir informacgédo C T o
fopo
1t 2 3
situacédo 6: A
retirar informacéao (C) T .
fopo
1 2 3

Situagcao 7:

retirar informacé&o (A) T
fopo

Fonte: SZWARCFITER, J. L.; MARKENZON, L. Estruturas de Dadosues $dgoritmos.

Rio de Janeiro: LTC, 1994.



Algoritmos

Algoritmo Empilhar (Px)

{
se (topct M)
{
topo :=topo + 1;
P [topo] =X
}
senai Escreve (‘Escrever: pilha cheia.
}
Algoritmo Desempilhar (B)
{
se (topo£ 0)
{

X := P [topo]; topo :=topo -1,
retornarx

}

senao Escrever (‘Escrever: pilha vazia.’)



Algoritmos

Algoritmo Vazia (P)
{

se (topo = 0) retornar verdadeiro
senao retornar falso

}

Algoritmo Cheia (P)
{

se (topo = M) retornar verdadeiro
senao retornar falso

}

Algoritmo ElementoNoTopo (P)
{

se ( ndo Vazia (P) ) retornar P [topo]
senao Escrever (‘Erro: pilha vazia.’)



Complexidades

Empilhar, Desempilhar, Vazia, Cheia, ElementoNoTopo
T(nN)=0(1).



FIFO (first input, first outpu).

situacao:

inicial : fila vazia

situacao Z2:

inserir informacéo A

situacao 3:

inserir informacao B

Fonte: SZWARCFITER, J. L.; MARKENZON, L.

Fila

Disciplina de entrada e saida de elementos:

1 2 3 B
fTr
i 2 3 -
A —_
fTr
i1 2 3 -
A|B B

Estruturas de Dadosues $dgoritmos.

Rio de Janeiro: LTC, 1994.



situagcao 4: 5
retirar informacéo (A) T - - - -
flr
1 2 3 M
situagdo 5: =
inserir informagdo C T T -
f r
1 2 3 M
situacdo 6: -
retirar informacéo (B) T -
flr
1 2 3 M
situacao 7:
retirar informacao (C) T S
flr

Fonte: SZWARCFITER, J. L.; MARKENZON, L. Estruturas de Dadosues $¢goritmos. Rio de Janeiro: LTC, 1994.



Algoritmo Inserir (Fx)

{
prox :=r mod M + 1;
se(r£f)
{
r .= prox; F [prox] :=x;
se(f=0)f:=1
}
senai Escreve (‘Fila cheia.”
}
Algoritmo Retirar (FX)
{
se(f£0)
{
x=F[f]

se(f=r)entaof:=r:=0
senad :=fmod M + 1,
retornarx

}

senao Escrever (‘Fila vazia.’)

Algoritmos



Algoritmos

Algoritmo Vazia (F)
{

se (f = 0) retornar verdadeiro
senao retornar falso

}

Algoritmo Cheia (F)

{
prox :=r mod M + 1,
se (f=r) retornar verdadeiro
senao retornar falso

}

Algoritmo ElementoNaFrente (F)

{

se ( nao Vazia (F) ) retornar B |

senao Escrever (‘Erro: fila vazia.’)



Complexidades

Inserir, Retirar, Vazia, Cheia, ElementoNaFrente:
T(n) =0 (1).



Listas ligadagou encadeadas)

» Existem muitas aplicacdes na qual o numero de elementos
envolvidos pode variar durante a execucao do algoritmo. Pode-se
definir um vetor ou um registro de um certo tamanho fixo como
estrutura de dados para o algoritmo. Mas o tamanho fixo poc

ser suficiente ou pode ser demasiado. Nestes casos, estruturas de
dados que podem modificar o seu tamanho dinamicamente podem
ser desejaveis. A lista ligada é uma delas.



Listas ligadas simples

o Listas ligadas sao estruturas de dados formadasisacontendo no minimo
um campo, onde a informacéo é armazenada, e unogaompeiro. Em uma
lista ligada simples, o campo ponteiro contém cesggb do proximo nd na

prox

Contém o endereg
de memoria do
Proximo no

D

lista.
registro no
{
Info: inteiro;
prox: ponteiro;
}.
info
2




Uma lista ligada simples

* Um ponteiro especial contém o endereco do primeiro no6 da lista.

primeiro

N

+— |1 o [+ ooo — [H

1]«

Ponteiro para nil
(ou null): indica o
fim.




Um possivel “ciclo de vida”

inicio

primeiro — _
I / Inicialmente vazig
i A T
e Remover
. do fim
primeiro
3 ? - Remover
Inserir no ¢ do fim
inicio — o
— primeiro
3 o> 5 ?
Inserir no ¢




Busca

Algoritmo Busca jprimeiro, X)
Entrada: primeiro, um ponteiro para uma lista ligada simples @m valor.
Saida um ponteiro para o n6 de valor iguad,@u nil, caso tal n6 ndo exista

{
P :=primeiro;
enquantc ( p £ nil e p.info # x)
P ;= p.prox;

retornar p

Complexidade
T(n) =0 (n).



Inserir no inicio

Algoritmo Inserirlnicio primeiro, X)

Entrada: primeiro, um ponteiro para uma lista ligada simples @m
elemento a inserir.

Saida a lista com o elementoinserido no inicio

{

@ Novo (p);// Cria um novo no e faz o ponteiro p apontar ede:
(2) p.info :=x;

(3) p.-prox :=primeiro,

(4) primeiro:=p

}

Complexidade
T(n) =0 (1).

Obs.: observe que o algoritmo funciona também no caso da listanestdmiente
vazia.



Remover do fim

Algoritmo RemoverFimgrimeiro)
Entrada: primeiro, um ponteiro para uma lista ligada simples.

Saida se a lista nao esta vazia, remove o ultimo eléonemetorna o seu
valor.

se(primeiro=nil) // Alista esta vazia.
Mensagem (‘N&o é possivel remover’)
senac
{ [/l Alista tem, pelo menos, um elemento.
@ p :=primeiro; q ;= p.prox;// g “passeara” na frente de p.

se(q = nil)
/l A lista tem apenas um elemento.
X := p.info;

: Devolver (p);// Devolve a regiao de memoria apontada por p.
primeiro = nil;



)

 sendo
{ /] Alista tem, pelo menos, dois elementos.

enguanto (g.pro¥% nil)

{

6 P:=0q
@ d := g.prox
}

// Ao final deste laco p e g apontam, respectivamente, para oipenaltiltimo
I/l elemento da lista.

(7)x := g.info;
:(8)p.prox := nil;
gDevolver (q);// Devolve a regido de memaria apontada por g.

retornar x



Complexidade

- A complexidade deste algoritmo € proporcional a quantidade

de vezes em gue 0 lagenuanto(q.prox# nil) ...” sera
executado. Logo,

T(n) =0 (n).



Lista duplamente ligada

ant seg
«le 5 ® >
info
esquerda direita
o| 2 [*lle| 5 [®*lele| 3 |%tla]| 4 |®



Lista circular simples

entrada

AN

5 [ S 3 o » 2 o> 6 (&




Arvores

Arvores sio estruturas de dados que suportam bem
muitas operacoes dinamicas tais como: busca, aserc
remocéao, calculo do maximo, célculo do minimo, al
do predecessor, calculo do sucessor etc..



Arvore enraizada

raiz

:
i
i




Definicoes

* O nO no topo da arvore é chamado de raiz. A raiz esta conectada a
outros nds, 0s quais estao no nivel 1 da hierarquia. Estes nos por sua
vez estao conectados a nos no nivel 2 e assim por diante. Todas as
conexdes sao entre um nO e o0 seu Unico pai. A raiz nado tem nenhum

pai.

* A principal propriedade de uma arvore é que ela nao tem ciclo.

Como consequéncia, existe apenas uma unica rota (caminho) ligando
guaisguer dois n0s na arvore.

 Um nd conectado ao seu superior é dito ser filho deste no.



Definicoes

O maior numero de filhos entre todos os nds da arvore é
denominado grau da arvore.

* Um nd sem nenhum filho € chamado de folha.

e A altura de uma arvore é o nivel maximo da arvore. Em outras
palavras, € a distancia maxima entre a raiz e as folhas. Por&@efinic
a raiz esta no nivel 0.



Arvore binaria

« Arvore cujo grau € 2, isto é, cada n6 pode ter no maximo 2 filhos.

* Tendo um nd no maximo dois filhos eles serdo chamados de filho
esquerdo e filho direito conforme a sua posicao em relacao a um
observador que olha para a hierarquia.



Representacoes

- Por meio de ponteiros;

- Por meio de um vetor,

- Por meio de uma matriz de adjacéncias;
- Por meio de uma lista de adjacéncias;

- Qutras



Por meio de ponteiros

registro no dir

{
info: inteiro; /0 5 e

es(, prox: ponteiro; info
2 /




Por meio de ponteiros

®
@]
 J

||‘<——0



Por meio de um vetor

(1) a araiz € o elemento[1].
(2) Os filnos esquerdo e direito do elemeffo] séo,
respectivamenteA [2i] e A[2i + 1].



Vantagem e desvantagem da representacao por
meio de um vetor

* \Vantagem: economiza espaco por ndo usar ponteiros.

» Desvantagem: se a arvore é desbalanceada entés mog ndo existentes sao
representados. A ilustracdo abaixo mostra que &saao um vetor de tamanho
igual a 30 para armazenar 0s 8 n0s da arvore myieeta, gerando desperdi

30
Fonte: MANBER, U. Introduction to Algorithms: A Creative Approach. Bostaidison Wesley, 1989.



Arvore binaria de busca

- Uma arvore binaria de busca implementa eficientéengsm seguintes operacoes:
- busca X): procura o elemento de valor iguat aa estrutura de dados ou
determina que& n&o esta presente;
- insercaoX): insere o elementona estrutura de dados.
- remocgaoX): remove o elemento de valor iguat da estrutura de dados.

* Estruturas de dados gue implementam eficientenaesths operacoes sao
referenciadas na literatura como sendo dicionarios.



Propriedade

SejaA uma arvore binaria cuja raiz é
SejamA, e Ay as subarvores esquerda e direit@\de

NOs dizemos quA é uma arvore binaria de busca se ela satisfizer as seguintes

propriedades:
- X <r <y para todo elementopertencente A, e para
todo elementy pertencente Ag;
- A, e Ay sdo tambem arvores binarias de bu

(a) (b)

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.



Percursos

- |norder

- Preorder

- Posorder

- Por niveis (ou em largul
Outros




Inorder

1. Visita a sub-arvore esquerda
Visita a raiz
Visita a sub-arvore direita

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.

Ordem do percurso: 2, 3,4, 6, 7,9, 13, 15, 17, 18, 20



Preorder

1. Visita a raiz
Visita a sub-arvore esquerda
Visita a sub-arvore direita

Ordem do percurso: 15,6, 3, 2,4, 7,13, 9, 18, 17, 20



Posorder

1. Visita a sub-arvore esquerda
Visita a sub-arvore direita
Visita a raiz

Ordem do percurso: 2, 4, 3,9, 13, 7, 6, 17, 20, 18, 15



Por niveis (em largura)

Ordem do percurso: 15, 6, 18, 3, 7, 17, 20, 2, 4, 13,9



Algoritmos e complexidades



Teorema

A alturah de uma arvore binaria comnm> 1 vértices varia

segundo a relacao abaixo:

Q (logn) <h<0O(n)

e

Minima: ocorre
para a arvore
binaria é cheia.

N

Maxima: ocorre
guando a arvore
binaria esta
estritamente
desbalanceada, pc
exemplo, para a

direita.

r



Arvore binaria cheia

Nivel Qde nos
0 1
1 2
g ?Q <§q 2 2
O OO O 3 2
h 2h

/

N=1+2+2+28+ ... +2=2m1_1
h=log(n+1)-1=Q(logn)




Arvore estritamente desbalanceada a direita

Nivel Qde nos
0 1
1 1
1 1
h 1

n=h-0+1).1=h+1
h=n-1=0(n)



Para achar o elemento 13 na arvore deve-se seguir a rota 157>% 13.



Algoritmo e complexidade



Insercao

Inserir o elemento 13.

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.



Algoritmo e complexidade



Remocao

Caso 1: elemento a ser removido nao tem filhos.

I"-.

0‘.:!

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.



Remocao

Caso 2: elemento a ser removido tem um filho.

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.



Remocao

Caso 3: elemento a ser removido tem dois filhos.

Desengatar o sucessorzi® qual tem no maximo um filho (digam@s, e substituir o
conteudo de pelo conteudo dg

@ ® 08 @ © W
L .

*2% % et $% 0% 0%

Fonte: CORMEN, T.; LEISERSON, C.; RIVEST, R.; STEIN, C. IntroductmAlgorithms. New York: MIT Press, 2004.

Observacoes:
1) Em vez do sucessor, poderiamos tambéem eleg&deessor;
2) O sucessor detem no maximo um filho (veja exercicio na lista).



Complexidade



Outros resultados

» Se elementos sao inseridos em uma arvore binabasta segundo uma
ordem aleatoria, entao a altura esperada da ag@(ég n).

» O desbalanceamento da arvore pode ser amenizagim s&z de escolher
sempre 0 NO sucessor para ser removido, nos altesaantre o predecessor
sucessor.

* Remocdes podem aumentar a altura da arvore. Seerisrequentes
remocdes seguidas por insercoes, a altura da &@¢en ), mesmo para
insercdes e remocdes aleatorias.



Arvores balanceadas

« 2-3

- AVL
Graduadas
Rubrc-negra
- B

Outras

Obs.: Estas arvores oferecem uma solugao ao problema de degraddagémla por
possiveis desbalanceamentos, da complexidade de algoritmos que operarvseobse
binarias de busca.



Arvore 2-3

* Uma arvore 2-3 é uma arvore com as seguintes pogies:
- toda folha esta na mesma altura;
- todo no que nao é uma folha (no interno) possui 3 filhos;
- todo no interno possui dois valore; e \v;

. V; € 0 maior valor encontrado na subarvore esquerad@;do
. V, € 0 maior valor encontrado na subarvore intermidiir no.



NOs internos: usados Arvore 2-3
como indice

(3:5)
(1:2) ®
(OO 00 0O O T : : I ®

Folhas: contém
iInformacao

Fonte: AHO, A. V.; HOPCROFT, J. E.; ULLMAN, J. D. Data Structuaed Algorithms. Reading: Addison-Wesley, 1982.



Busca

T(n) =0 (log n)

:
i
i




Insercao

Caso 1: insercao sob um pai com dois filhos.

Por exemplo, inserir 0
elemento 2.




Insercao

Caso 2: insercao sob um pai com trés filhos.

Por exemplo, inserir o
elemento 4.




Complexidade

Buscar———
posicao a
inserir

T(n) =0 (log n)

T(n) =0 (log n)

/

Recompor os
nos internos

T(n) =0 (logn) + O (logn) =0 (2 logn) =0 (log n)



Remocao

Caso 1: remocao sob um pai com trés filhos: trivial.

Caso 2: remocao sob um pai com dois filhos

Por exemplo, remover o
elemento 4.



Buscar
elemento a
remover

Complexidade

T(n) =0 (log n)

T(nN) =0 (logn) + O (logn) =0 (2 logn) =0 (log n)

T(n) =0 (log n)

/

Recompor os
nos internos




Memoria consumida

* NOs indice: servem de referéncias para a informacao;

* NOs folha: informacao propriamente.

Qual é a relacao entre a quantidade de
memaria gasta por nos indice e a quantidade
de memoaria gasta com nos folha?




Heap

SejaA uma arvore binaria cuja raiz €
SejamA, e A, as subarvores esquerda e direit@ piespectivamente.

Nés dizemos qué € um heap se ele satisfizer as seguintes propgsdad

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
161141101 8171913121411

(b)



Filas de prioridade

Um heap € uma estrutura de dados util para implEnélas de prioridade.

Filas de prioridade requerem eficiéncia na execde&aseguintes operacoes:
- InsercéaoX): insere um elementona estrutura de dados;
- Remocéaox): remove o0 maior elemento da estrutura de d



Insercao

Seja, por exemplo, inserir o numero 15

fé@

16 | 14 31241

16 | 14 241-

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11




Insercao

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 @

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11



Insercao

Algoritmo InserirHeap (An, X)

Entrada: A, um heap de> 1 elementos representado como um vetgnen
elemento a inserir.

Saida: o heap com o elemenrtmserido.

{

n:=n+1;A[n] :=x;

// Restabelece a propriedade de heap para todee:
filho := n; pai :=| filho /2] ;
enquanto ( par 1 e Affilho] > A[pai] )

{
troca := A [pai]; A[pali] := A[filho]; A[filho] := troca,;
filno := pai;
pai :=| filho /2 ]

}



Complexidade

A complexidade deste algoritmo pe proporcional@andgidade de vezes que o
laco “enquanto” é executado.

A variavel “pai” controla o lago e assume valoregundo a P.(h, n/2,n/4, ...,
2, 1.

A quantidadek de valores assumidos pela variavel é igual a qurahei de
vezes em que o laco sera executado no pior caso.

g =a.r

1=n.(1/2)k?

2Kk1=n

k—1 =logn

k=1log (n) + 1. O laco & executado, no pior caso, lpgH 1 vezes.

T(n) =0 (log n).



Remocao

10 7

-

8

16 | 14 | 10




Remocao




Remocao

14




Remocao

Escrita do algoritmo sera deixada como exercicio.
Complexidade:

NO pior caso serao realizadas tantas trocas quanto a ajtura (
da arvore. Cada troca envolve duas compara

h= 0 (log n) para arvores binarias balanceadas.

T(nN)=2h=20(logn) =0 (log n).



Tabelas de disperséﬁ) espalhamento)
(Hash table}

Motivacao: tabelas de acesso direto

n nimeros inteiros (néo repetidos) no intervalo devl endem é pequendé
possivel alocar memoria de tamanho igua) a

U

(conjunto universo com ndmeros
situados de 1 atd)

Conjunto den nimeros
atualmente na tabela



Um problema

E sen>>>>m?

Exemplo: 100 milndes de CPFs para serem inseridc
uma tabela indexada de 0 a 999 elementos.



n nidmeros em um certo
instante na tabela

Formalizando

U

(conjunto universo com M numeros)

/\

Funcao de dispers:

, 5,6

Possiveis colisdes

v

10, 15, 18

14

, 23




Necessidades

- Funcao de dispersao que mapeia uniformemente;

- Estratégias para resolver as colisoes.



Funcoes de dispersao

* h(X) =xmodm (param primo);

« Semnao puder ser ajustado para um numero primo:
h (X) = (x moc p) moc m (para algunp primo, p > m);

* Qutras existem.



Resolvendo as colisoes

« Por encadeamento exterior;
« Busca linear na tabela;

- Qutras estratégias existem.



Sejam
h(xX) =xmod 7

E o conjunto de
elementos:

27, 25,16,0, 17,5, 7,
48, 32

Encadeamento exterior

:

.

il A A I 4 B

O |(e+—» 7
I

16 |||

17 —» 3

25 > 32

5 on—4M

27 —» 48




Busca

Algoritmo Busca (TX)
Entrada: T, uma tabela de dispersas em valor.

Saida um ponteiro para o elemento da tabela T cujornéigual ax ou
nil, caso tal elemento nao exista.

| := X moc m; // mé tamanho da tabela, indexada dem - 1.
retornar Busca ( T[i],X) / Buscax na lista apontada por T[i].



Complexidade

Supondo que a funcdo mapeia uniformemente, entiolissa teran/m
elementos.

A complexidade do algoritmo é proporcional a bumtauma das listas.
Logo,

T(n, m) = O (n/m).

Se for possivel controlar o valor dgpara quen < ¢ m, parac constante,
entao TH) =0 (1).



Insercao e remocao

- Algoritmos similares.

- Complexidade
A mesma da busc



Controlando o fator de carga
(tabelas de dimenséao dinamica)

- Fator de carga=n/m.

- Sejaf = 4 (listas terao tamanho maximo esperado de 4 elesiento

1 - Inserir elementos na tabe

2 - Quandd = 4, dobrar o tamanho da tabela.

3 — \oltar ao passo 1.



