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Tempo polinomial

Um algoritmo A, com entrada de tamanho igual
an, epolinomial se a sua complexidade (tempo,
pior caso) ¢O(nX) pata algunk > 0.



Problemas

- Todo problema para o qual existe um algoritmo
polinomial é dito setratavel.

- Inversamente, o problema é dito sdratavel.



Por gue o tempo polinomial é o divisor de
aguas?

« As diferencas entre tempo polinomial e super-pofiab
sao astrondmicas.

- EmboraO(nt®%9 seja um limite superior muito grande,
existem poucos problemas praticos que admitem
algoritmos polinomiais com alto grau polinomial.

“Deus nao é tao cruel assim”.



Problemas de decisao

- Problema cuja resposta é 1 (“sim”) ou 0 (“nao”).

« Ateoria estudada restringe a atenc:
problemas de decisao.



CLIQUE

Dado um grafo nao orientado G = (V, E) e uma constante.

Problema determinar se G tem uma clique de tamanho igkal a

Uma clique de G = (V, E) € um conjunto de vértices
C c V tal que existe aresti e E entre dois quaisque
vértices de C.

Cliques de tamanho 2: {2, 4}, {5, 7} etc. .
Cliques de tamanho 3: {1, 2, 3}, {4, 5, 6} etc.
Clique de tamanho 4: {4, 5, 6, 7}.




COBERTURA DE VERTICES (VC)

Dado um grafo nao orientado G = (V, E) e uma constante.

Problema: determinar se G tem VC de tamanho igual a

CcVeVCdeG=(V,E) se e somente se paratoda
aresti(u,v) € Eocorredeue Couv € C.

Uma VC de tamanho igual a 7:
C={1,2,3,4,5,6,7}.

Uma VC de tamanho igual a 5:
C={2,3,4,5,7}.




CICLO HAMILTONIANO

Dado um grafo nao orientado G = (V, E).

Problema: determinar se G tem um ciclo hamiltoniano.

Um ciclo hamiltoniano € um circuito (simples) que contém cada
vértice de G exatamente uma vez.




CAIXEIRO VIAJANTE
(TRAVELING SALESMAN - TSP)

Dado um grafo nao orientado G = (V, E), completo, com custo nas
arestas, e um numero W.

Problema: determinar se G tem um ciclo hamiltoniano de casfa

15
A C\ f) C
23 . L
Um ciclo hamiltoniano de custo80:;
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COLORACAO COM TRES CORES (3-COLORING)

Dado um grafo nao orientado G = (V, E).

Problema: determinar se G pode ser colorido com trés cores.

Grafo de Petersen.



COLORACAO COMK CORES K-COLORING)

Dado um grafo nao orientado G = (V, E) e um int&iro

Problema: determinar se G pode ser colorido dooores.

Em outras palavras, determinar se existe funcao
f:V—>{1, 2, ...,k} tal que para toda aresiu, v) € E
ocorre que fu) # f (v).



SOMA DO SUBCONJUNTO (SUBSET-SUM)

Dado conjunto S deinteiros e um inteird.

Problema: determinar se existe subconjunto S” de S cuja soma seja
igual ak.

Exemplo: sejam S ={2, 5, 8, 9, 15, 18k = 22

Neste caso existe S" ={2, 5, 15}.



PARTICAO

Dado um conjunto S =5, s,, ...,S,} de numeros.

Problema: determinar se existe subconjunto T de S tal que

D>.s= D.S.

Si ET Si ES—T

Exemplo: seja S =11, 3, 8, 9, 15, 18}.

Neste caso existe T ={1, 3, 8, 15}, uma vez que
S-T={9, 18}.



MOCHILA (KNAPSACK

Dado um conjunto S de objetos numerados da.XCada objeto
tem associado um inteigpe um valow;,. Também séo dados dois
valoresC e W.

Problema: determinar se existe subconjunto T de Stal que
Y 5<C e > w=W.

ieT ieT
1 2 3 4 5 6 7

. S Y 5 — —_
Exemplo: sejams i B ¢ ¢ B C=10eW=6
W |52 31 22 23 3|3 1j1 24

Neste caso existed S, T ={2, 4, 6}.



“SATISFATIBILIDADE" DE CIRCUITO
(CIRCUIT-SAT)

Dado um circuito composto por portas NOT, OR e AND com um

unico pino de saida.

Problema: determinar se existe uma atribuicao de valores para as
entradas de forma que a saida seja igus

Logic Gates:

DO NOT

Inputs:

Output:

-




“SATISFATIBILIDADE” DE FORMULA BOOLEANA
(SAT)
Dado uma formulg composta variaveis booleaxsx,, ... X,
conectivos logicosA, v, —, —, <>) e parénteses.

Problema: determinar se existe uma atribuicio de valores para as
variaveis dey de forma que a férmula seja avaliada igual a 1.

¢ = (X, A X,) pode ser satisfeita coxp=1 ex, = 1.

d = ((x; = x3) V=((—x; © X3) V X4)) A =X3

Pode ser satisfeita coxd = 0,x, = 0,x3=1 ex, = 1.

¢ = (0=0)Vv-=((-0<1)vI)A=0
= {dv—{lwv1))aA]l
= (IvO)al
= 1.



Codificacao da entrada

Cada problema de decisao possui uma infinidade de
Instancias de problema.

Uma instancia do problema de decisdo CLIQUE:

G 4 O grafo possui uma

ZM , k=3 clique de tamanho igual a
Cada instancia esta associada a uma cadeia (codificacao).
Exemplo:

X = #grafo G#3#

'
1,2,3,4$(1,2),(1,3),(2,3).(3,4)

x =#1,2,3,4%(1,2),(1,3),(2,3),(3,4)#3#



Um pouco de linguagens formais

- 2. (alfabeto): conjunto finito de simbolos.
> ={#9%,,(),0,1,2,3,45,6,7,8,9}
¢ > .2 =2>?(concatenacdo e comy)
> LY = {##, #S, # #(, #), #0, #1, ... $#, $$,$.. }

¢ >.22%2=33
S .2 = { HH, HHS, B BH(, ... HOH#, #$S, #S.. )

- >0={ ¢}, ondec representa a cadeia vazia.



Um pouco de linguagens formais

« > (conjunto de todas as cadeias que podem ser
construidas com o alfabeX( ou seja,

Yr=300uYud2ud3uU....

Palavras de comprimet

> ={c¢, - 0
#,%5,,(),0,.. <« 1
#Hit, #$, # #(, #), #0, #1, .5 2
Hith, ##S, HEHA(, ... S 3



Um pouco de linguagens formais

» Linguagem L: subconjunto de cadeiasde
L, = ={} (linguagem vazia).
L, = { # ##, #$#)
L, = { #1,2,3,4%(1,2),(1,3),(2,3),(3,4)#3#

L, ={ ¢} (linguagem que contém apenas a cadeia vazia)



Um pouco de linguagens formais

» Algumas operacoes sobre linguagens. Sejam g, L
linguagens sobre o alfabep

-Unido: LLul,={xe > |xeL,0uxe Ly}
- Intersecgéo: LnL,={xe X |xelL,exe Ly}
- Concatenacgao:;. L, ={x;x, € 2" |X; e Lyex, e L}

- Concatenacao dekvezes
Lk=L. Lk parak>0
L0={¢}

- L (fecho reflexivo e transitivo de L ou fecho de Kleene)
L"={c}ulLulL?UlL3U...

- Complemento: L3 -L={xe X" |x ¢ L}



Problema de decisao e linguagem

Problema de decisao: problema cuja solucao tem como
resposta 1 (“sim”) ou O (“nao).

Instancias de um problema de deciséo Q podem ser codificadas
sobre um alfabetd.

Uma linguagem L sobr® pode representar as instancias de
um problema de deciséao.

L={xe2*|Q(X)=1}



Exemplo
Problema de decisao CLIQUE e Linguagem CLIQUE

- Problema de decisdo CLIQUE: dado grafo G=(V, Ejna gonstantg,
responder 1 (“sim”) caso G tenha uma clique de tdrmagual &k e 0
(“nao”), caso contrario.

* Linguagem CLIQUE (Lc)
Lc ={ x € 2.*, x=#grafo G## |
existe clique de tamanho iguakem G }
x=#1,2,3,4%(1,2),(1,3), (2 3), (3, 4)#atLc.
x=#1,2,3,4%(1,2), (1, 3), (2 3), (3, )4 Lc.

» Observe que Lc é formado por cadeias cujo problema de
decisao tem resposta 0 (“nao”) e também aquelas com formato
iImproprio.



Algoritmo de decisao e linguagem aceita

Algoritmo de decisao: algoritmo gue recebe uma cadeia
retorna 1 (“sim”) ou O (“n&ao”).

Linguagem L aceita por um algoritmo de decisao A.
L={xe2*| AX)=1}
Linguagem M rejeitada por um algoritmo de deciséao A.

M={xe2*| AXx=0}

L U M pode ser diferente de*, pois para A pode entrar em
looping para alguma cadeia e, assim, nem aceitar, nem rejeitar.



Linguagem decidida por um algoritmo

« Um algoritmo A decide uma linguagem L se, para toda cadeia
xe2 ,A(X)=1ouAk) =0.



Tamanho da entrada)(

- Quantidade de simbolos (ou de bits) utilizados para
codificar uma instancia do problema

x=#1,2,3,4%(1,2),(1,3),(2,3),(3,4)#2#

n=[x|=35o0u

x =35 . 8 = 280 bits para uma certa codificacdo em que cada simepi@sentado
por 8 hits.



Classe de complexidadre

« P={linguagens L | existe algoritmo A gaeeitaL em tempo
polinomial ao tamanho da entrada, no pior caso }

Em outras palavras: conjunto de todos os problelmakecisao para os quais
existe algoritmo polinomial ao tamanho da entradapior caso.

« Observe gque a definicdo da claBs@ada é dito sobre o tempo
de execucao para rejeitar uma cadaiao pertencente a L.



Fechos da clasg$e

A classeP é fechada para, unidao, interseccao,
complemento, concatenacao e fecho de kleene. @Qu sej
sel, L, L, eP, entao

cL,ul,e P
- L;nL, e P;
T e P;
L,.L, eP;
- L" e P.



Outra definicao da classe de complexidgade

ComoP é fechado sobre o complemento, entao podemos dizer que

P = { linguagens L | existe algoritmo A qdecideL em tempo
polinomial ao tamanho da entrada, no pior c:



Algoritmos de verificacao

e Suponha que alguém |Ihe ofereceu um conjunto de vértices que
ele diz solucionar o problema da CLIQUE igu&lem um
grafo G.

Por exemplo, alguém G 1 A
diz y=1{1, 2, 3}para esl i \_\ / k=3
/iﬁéncia do problema 2 3

y € chamado deertificado

o E facil verificar se o certificadp= {1, 2, 3} é uma cligue em G
de tamanho igual 3.



Algoritmo de verificacao

« Um algoritmo de verificacido toma duas entradda:cadeia a
ser verificada) & (o certificado).

Algoritmo A (X, Y)
Entrada: x € >, x = #grafo G## ey (certificado), um conjunto de vértices.
Saida 1 sey é uma clique de G de tamanho igu&lea0O, caso contrario.
{
seo tamanho dg for igual ak
separa cada vértice eyrhouver em G aresta para 0s outros vérticgs de
retornar 1
senao
retornar O
senao
retornar O



Classe de complexidadP

NP ={linguagens L | existe algoritmo de verificacao A gue
aceitaL em tempo polinomial ao tamanho da entrada, no pior
caso }

Em outras palavras: conjunto de todos os problemas de deciséo para os quais
existe algoritmo de verificac&o polinomial ao tamanho da entrada, 1
caso.

* Observe que a definicdo da clabd& nada e dito sobre o

tempo de execucao para rejeitar uma cade&@o pertencente a
L.

Obs.: 0o nom&\P vem denondeterministic polynomiaEsta classe foi originalmente estudada no
contexto do ndo determinismo. A definicdo que estausando € equivalente a uma outra que
diz queNP é a classe das linguagens que definem problemdscikiio para as quais existe
algoritmo nao deterministico que executa em um ¢tepgbinomial, no pior caso.



Linguagem CLIQUE Lc= NP

Algoritmo A (X, Y)
Entrada: x € ", x = #grafo G## ey (certificado), um conjunto de vértices.
Saida 1 sey € uma clique de G de tamanho igu&lea0, caso contrario.
{
seo tamanho dg for igual ak
separa cada vértice eywhouver em G aresta para 0s outros verticgs de
retornar 1 \
sena O(n?)
retornar O
senao
retornar O

}
1 - O certificado Yy | = O()
2 - Algoritmo A aceita Lc em tempo polinomial.

Logo, Lce NP.
O que também significa que o problema de deciséo CLIQUIP.



A questad® = NP
e Nao se sabe &= NP.

« Pc NP.

Prova
Seja Le P. Entao existe um algoritmo A que decide L em tempo polinomial.

Podemos usar A para desenvolver um algoritmo de verificacao B qtaelaea
tempo polinomia

Algoritmo B (X, y)
{

retornar AX) // Ilgnora o certificado v.

}

O algoritmo de verificacao B aceiae e somente se A aceitaassim B aceita
L. Além disso B executa em tempo polinomial, pois A executa epde
polinomial. Logo Le NP. Ou seja R= NP.



Possivels cenarios

 N&ose sabe sHP e fechado pelo complemento, isto e,

se Le NP implica que Le NP.
e co-NP={L e NP|Le NP1}

(a) (b)

(c) (d)



Reducoes em tempo polinomial

 Um problema Q pode ser reduzido a um problema R se Q puder
ser “refraseado” em termos de R.

O problema de resolver uma equacéo limeat b = 0 pode ser reduzido ao
problema de resolver uma equacao do segundo gfaua0x+ b = 0.



Reducoes em tempo polinomial

* Uma linguagem Lé redutivel em tempo polinomial a uma
linguagem L, escreve-se; < L,, se existe um algoritmo
polinomial A tal que, para todoe "

- A(X) =y (I. e., Atransforma emy)
- Xe L;seesomentey e L,.




Implicacao importante das reducoes polinomiais

Se L, <, Ly € existe algoritmo B que decidg €m tempo polinomial
entao
existe algoritmo A que decide,lem tempo polinomial.

Algoritmo A (x) / O (n"), i.e, polinomial
{

y := Reduz_LA LB x); // Obtém uma instancy do problema B a partir ¢
// uma instancia do problema A.

retornar B Y) // Retorna 1 (“sim”) se B retornar 1 e 0 (“nao”), caso cordrari

}
\ O (n°©), i.e, polinomial

Complexidade de A: i) = O () + O (n°) = O(n'), i.e, polinomial.

Obs.| = max k, ¢), | constante



Classe de complexidaddP-dificil (NP-hard)

NP-dificil =
{linguagens L | para todo k& NP ocorre que L=, L }

Isto €, L' ndo émaisdificil, por um fator polinomia, doque L



Classe de complexidaddP-completo

NP-completo =
{ linguagens L | Le NP e L € NP-dificil}



Primeiro problema&NP-completo

Lcircuimsar =
{ #circuito C# | existe uma atribuicao de valores para a entrada de
forma que a saida sejaiguala 1}

Inputs:

Logic Gates:

D@ NOT

Output:

-
1 ! \0 L=

Obs.: C € uma codificacao do circuito usando simbolos de um alfgbeto



Primeiro problemd&P-completo

Teorema de Cook-Levin:
Lcircurrsar € NP-completa

Cook mostrou em 1971que CNF-SANE-completa Levin formulou a nocao de NP completude de
forma independente de Cook, quase na mesma épaay &Johnson (indicado na bibliografia da
disciplina) € um catalogo para muitos problemaschifdpletos. Cormen (livro texto) fornece uma
prova simplificada do teorema.

Stephen Cook. The complexity of theorem provingcpdures. IiProceedings of the Third
Annual ACM Symposium on Theory of Computorages 151-158, 1971.

L. A. Levin. Universal sorting problemBroblemy Peredachi Informatsi®(3):265-266,
1973. In Russian.



Outra definicao para a clags®-completo

NP-completo=
{linguagens L | Le NP e
L' <, L para algum Le NP-completo}

Esta definicao simplifica a prova de que um problema de dec
NP-completo. Nao ha necessidade de provamMNP-dificil, i.e,
que para todo le NP ocorre de L%, L. Basta provar que existe
L' e NP-completotal que L'<; L.

Isto decorre do fato: se existe tal L' entdo tode INP, L~ <, L.
Entao, por transitividade 1%, L' < L.



Prova de que uma linguagenelNP-completo

1 - Mostrar Le NP.

2 — Mostrar que le NP-dificil
Achar uma linguagem le NP-completotal que L'<, L.

2.1- Descrever um algoritmo x) que reduz em tempo polinomial uma instaix
e 2. de L'a uma instancigde L.

2.2 — Mostrar que o algoritmo A executa em tempo polinomial.

2.3 — Mostrar que € L' se e somente see L.



Um pequeno quadro de

reducodes classicas, em Cada problema em NP
tempo polinomial, de v
problemad\NP-Completos CIRCUIT-SAT ,
\|/ O mesmo que SAT so que
SAT férmulas na forma normal
O mesmo que CNF-SAT s6 1 conjuntiva (CNF)
clausulas terdo extamente tr&s RV /) GRS
variaveis rs\ CNF-SAT
3-CNF-SAT
CLIQUE / \ CICLO
¢ HAMILTONIANO
COBERTURA DE ¢
VERTICES (VC) TSP
SUBSET-SUM
v

MOCHILA




Prova de que-gp € NP-completo

Lp={ X € 27, x=#grafo G#W# | existe ciclo hamiltoniano de
custo< W no grafo completo G }

Precisamos mostrar que:
2 — Que existe L= NP-completotal que L'<; L;5p

1 — Mostrando quekp € NP.

Isto €, temos que mostrar que existe algoritmo de verificacao Acgita
L.sp€m tempo polinomial ao tamanho da entrada, no pior caso.



Algoritmo A (X, y)

Entradax € 2.*, x = #grafo G#W# ¢ (certificado), uma sequéncia de vértices.

Continuacao

Saida: 1 s§ € um ciclo hamiltoniano de custo custdV em G .

se(y € um circuito simples que passa por todos os eértie G e tem custoW)

retornar 1
senac
retornar O

- O certificado y | =O(n) .

™~

o(n?)

- Algoritmo A aceita kgpem tempo polinomial (TH) = O(n?) ).

Logo, Lysp e NP.




Continuacao

2 — Mostrando que existe £ NP-completotal que L'<, L;gp
Loy € NP-completqadmitimos que isto ja foi provado)
Mostraremos quedy <, Lysp

Loy ={ x € X7, x=#grafo G'# | existe ciclo hamiltoniano em G’}

Precisamos mostrar quicy <, L.

|deia do algoritmo que reduz em tempo polinomigl la Lygp

Instancia do problema CH Instancia do problema TSP

G = (V' E) G = (V’, E), completo, com custos.

1 2 SN 111 W=|E|=4



Continuacao

Algoritmo Reduz_lg,, L;sp(X)
Entrada: x € X", x = #grafo G’ = (V', E")#
Saida z € >.*, z= #grafo G = (V’, E)y#W#

{
1-W:=|FE]

/ O(n)

2 — E := E'U conjunto de arestas gque faltam em E’ para que G seja um grafo tgmmple

3 - Inserir peso igual a 1 para as arestas de G que também $as deeS’

4 — Inserir pesoo para as arestas de G que nao sao arestas d

5 —retornae

AN

o(n?)

" ow

T(n) = O(?). O algoritmo de reducéo é polinomial em relacédo ao tamaldeX.



Continuacao

Precisamos mostrar qugsLl ., se e somente 2= L
1) Mostrando: Se&el.,=>ze€ L

Sejaxely, Xx= #grafo G’ = (V', E')#.

— Existe um ciclchamiltoniancem G’

As arestas de G = (V’, E) que tambéem sao arestas enf\G'E’) tém peso iguala 1. A
soma dos pesos destas arestase W =| E’|.

= Assim existe um ciclo hamiltoniano em G de custo igual a W.

= Z € Lygp.



Continuacao

i) Mostrando: z € Lygp = Sexel .

Sejazelsp, z= #grafo G = (V', E)#WH.
= Existe um ciclo hamiltoniano em G, grafo completo, de custo igual a W
As arestas de G com pesmao participam do ciclo, pois o custo do ciclo é igual a W.

As arestas de G que participam do ciclo s&o as arestas dp@ria@stao presentes em
G.

= G’ possui um ciclo hamiltoniano.

=X e ley.



Muitos acreditam neste relacionamento

NP

NP-completo



e
e

Extras



Conjunto:



Definicoes

Conjunto
Colecao de zero ou mais elementos distirfbdenota um conjunto vazio (zero
elemento).

a) Pertinéncia
Se um elementwpertence a um conjunto A, denota-sexyoA. Caso contrario escreve-
sex ¢A.

b) Subconjunto e subconjunto préprio

- A < B: o conjunto A é subconjunto de B, i.e, para ted@ ocorre dexe B.

- A c B: o0 conjunto A é subconjunto préprio de B, i.e, para tag@é ocorre dexe B,
mas existe pelo menos yme B tal quey ¢A.

c) Igualdade entre conjuntos Ae B
A = B se e somente se@B e Bc A.



Operacoes

a) Unido
AuB={x|xeAouxeB}

b) Interseccéo
AnB={x|xeAexeB}

c) Diferenca
A-B={x|xeAexegB}

d) Complemento em relagdo a um conjunto universefinido.
A={x|xeUexgA}

e) Conjunto das partes
p=22={S|ScA}

f) Produto cartesiano
AxB={(x,y)|xeAeyeB}



Exemplos

Sejam os conjuntos A={0, 1, 2}, B ={ 2, 3 Nenumeros naturais.

AUB={0,1,2, 3}
AnB={2}
A-B={0, 1}
A={xeN|x>2}
p=2={0,{2}, {3} {2, 3}}

AxB={(0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3)}



Algumas propriedades

a) ldempoténcia
AUA=A
ANnA=A
b) Comutatividade
AuB=BUA
ANnB=BnA
c) Associatividade
Au(BuC)=Au B)uC
ANnBNC)=(AnB)NnC
d) Distributividade
An(BuC)=(AnB)U(ANC)
Au(BNnC)=(AuB)n(AuC)
e) Morgan

AUB=(ANB)

ANB=(AUB)



Logica



Operadores

Conjunto logico: {0, 1} ou{F, V }.
a) Negacéao (Not)-

b) E (and)A

c) Ou (Or):v

d) Se entao>

e) Se e somente ses



Tabela verdade

— X XVYy XAY X—>Y X<y
1 0 0 1 1
1 1 0 1 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1



Algumas propriedades

a) ldempoténcia
XV X <> X
XA X <> X

b) Comutatividade
XVY=YyvVX
XAYZYAX

c) Associatividade
XV(yvz=Kxv Yy vz
XAWYAZD=KXAY)AZ

d) Distributividade
XA(YVZD=KXAY)V(XA2Z
XVYAZD=XVY)A(XV2

e) Morgan
XVYy==(aXA=Y)
XAY==(=XVv=y)



Grafos

i




Definicéo

Definicao e tipos

Um grafo G = (V, E) € um sistema matematico constituido pazamunto de vértices V
(ou n6s) e um conjunto de arestas E. A cada aresta E correspondedenvérdices.

Nao orientado

1

G=(V, E)
2 3
4 5
V={1,2 34,5}
E={{1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{2,4},{4,5}}

G=(V,E)

Orientado
1

2345}

(3, 1), 3, 2)},
, (4,5) }



Matriz de adjacéncias

G=(V,E) G=(V,E)
20«—03

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
1 1 1 L
2 1 2
2 . 3| 1
4 1 1 4 1 1
5 1 0
M M

M [v, w] = 1: existe aresta de v para w



G =(V, E)

Lista de adjacéncias

v

v

1| ef» 2 r—»‘ I
2| o>l

3| 1> 1 o>

4| e—» 2 o>

5 t—ﬂh




