Projeto e Analise de Algoritmos I

Design e Andlise de Algoritmos por Inducdo

Prof. Dr. Osvaldo Luiz de Oliveira

Estas anotagdes devem ser
complementadas por
apontamentos em aula.



Verificagao exaustiva de um teorema

Seja T um teorema que nos queremos verificar a validade
para n, inteiro, 1 <n <m. Uma verificacao exaustiva consiste
em verificar a validade do teorema para:

T (1);
T(2);

T (m).



Quais a limitagcdes desta abordagem?



Principio da indu¢dao matematica

Seja T um teorema que nos queremos provar a validade para n,
inteiro, n > 1. Para provar que T vale para todo n:

1.

2.

/ base

NoOs verificamos se T(1) € verdadeiro; /_ hipétese de indugio

Admitindo, por|hipétese, que T (n — 1) € verdadeiro (n > 2),/n0s

provamos que

a validade de T(n - 1) implica que T(n) € verdadeiro.

Prova do “motor de indug¢ao” que
permite admitir que o fato do teorema
valer para n - 1 implica que ele vale
para n.




Efeito domino

/\/\/\ N\ /N

T(1) T(2) T(3) s T(n-1) T(n)
verificacao
de que T(1) /
( base) é o )
verdade hipétese de que T(n — 1) € verdade (n > 2)
+

prova de que a verdade de T(n — 1) implica que
T(n) é verdade



Soma dos n primeiros naturais

Exemplo, prova do seguinte:

Teorema
Asomal+2+3+..+n((n=>1,intero) é
n(n+1)
S(n) = .
(n) 5




Solucao

i) Base

Paran=1asomaéiguala 1.
Pela formula S(1)=1(1+1)/2=1.
Logo, o Teorema € verdade paran = 1.

ii) Hipotese de inducao
O Teorema afirma que S(n) =n(n+1) /2.

Admitimos, por hipotese, que
Sm—1)=m-1)n/2é verdade.



Solucao

iii) Relacao entre S(n) e S(n - 1)
Sn)= 1+2+..+n-1+n.
Snm-1)=1+2+..+n-1.

Logo, S(n)=S(n-1) +n.

Hipotese de indugdo

iv) Prova de que S(z — 1) implica em S(n) Sn=1)=[n-1n/2 |

S)=Sn-1)+n. .

Usando a hipoétese de inducgao, S(n)=(n-1)n/2 + n.

Logo, Sm)=n?-n+2n)/2=mn>+n)/2

Ouseja,S(m)=n(n+1)/2. m



Variantes do principio de indugao
descrito



Base nao necessariamente para n = 1

SN N NN /N

T(0) T(1) T(2) s T(n-1) T(n)
verificacao
de que T(0) /
(base) € o )
verdade hipétese de que T(n — 1) € verdade (n > 1)
+

prova de que a verdade de T(n — 1) implica que
T(n) é verdade



Reducao subtrativa ndo necessariamente de 1 em 1

/7%/\/\

(1) T®) T(3) T(4) T(5) - T(n-2) T(n)

/ /

hipétese de que T(n — 2) € verdade (n > 3)

verificacao
de que T(1) * . :
prova de que a verdade de T(n — 2) implica que
e T(2) )
T(n) é verdade

(bases) sao
verdade



Reduc¢ao nao necessariamente

subtrativa
SN TN TN TN SN TN TN
T(1) T®) T4) T(8) - T(n/4) T(n/2) T(n)
verificacao
de que T(1) /
¢ verdade hipétese de que T(n/2) € verdade (n > 2)
+
prova de que a verdade de T(n/2) implica que T(n)
¢ verdade

Obs.: nesta variante, a prova nao valeria para todos os nimeros naturais mas para 1, 2,4, 8, .... .



Término nao necessariamente em T(n)

/\/\/\ NN

T(1) T(2) T(3) - T(n) T(n+1)
verificacao
de que T(1) /
( base) é o )
verdade hipétese de que T(n) € verdade (n > 1)
+

prova de que a verdade de T(n) implica que T(n + 1)
¢ verdade



Partes de uma prova indutiva

Base ou bases

Hipotese de indugao T(a)

Reducao de T(f) para T(a)
(ou ampliacao T(a) para T(B)
ou relacao indutiva entre T(a) e T(B) )

Prova de que T(a) implica
em T(B).




Nao importa a ordem

As partes devem formar um todo consistente.

Reducdo de T(P) para T(a)

Hipotese de inducdo T(a)

Base ou bases

Prova de que T(a) implica em T(p).




Estratégia de prova

1 — Proponha uma redugao de T(P) para T(a).

2 — Como a reducao proposta foi para T(a), escreva a
hipétese de inducao T(a).

3 — Prove que o fato: se T(a) € verdadeiro entao
T(B) € verdadeiro.

4 — Observando a reducdo proposta, crie uma ou
mais bases. Verifique se o teorema € verdadeiro para a(s)
base(s).




Nova prova do teorema da soma dos n
primeiros naturais

Use na prova a seguinte redugao:
S(n)=S(n-2)+2n-1.



Outras provas



Triangulo de Pascal

Ache uma expressao para a soma de uma
linha do triangulo de Pascal e prove que sua
expressao esta correta.

R o W S SR
N O I
o W
S

-

Il I
= 0 s N
o



Arvore binaria cheia

Teorema
A quantidade de nos no nivel i de uma arvore
binaria cheia ndo vazia €

Q@) =2,1>0.

Obs.: estamos assumindo que a raiz da 4rvore bindria cheia estd no nivel i = 0.



Uma 1nequagao

Teorema
Se n € um numero natural e 1 + x > 0 entao
(I+x)" > 1+ nx.



Quantidade de arestas e vértices de uma
arvore

Teorema
A quantidade de arestas de uma arvore com
n > 1 vértices € 1gual a

E(n)=n-1.



Formula de Euler

Em um mapa planar conexon + f=e¢e + 2.

n: quantidade de vértices
f: quantidade de faces
e: quantidade de arestas

n=3, f=2,e=3 n=_, f=1,e=77
n="7, f=5,e=10



Problema e inspira¢ao

Problema: trés variaveis envolvidas e nao duas como nos
teoremas anteriores.

Inspiracdo no processo de redugdo (veja a animacgao):




Inducao dupla

 “Elimina” uma variavel, fazendo f = 1 para provar algo mais especifico, 1.e.,n + 1
=e+2.

Lema 1: A quantidade de arestas de uma arvore com
n > 1 vértices € igual a E(n) =n — 1.

Isto ja foi provado. Esta € a base da proxima indugao.

» Fixa a variavel n, provando que em um mapa planar com n vértices (n constante),
n+f=e+?2.

Lema 2: A quantidade de faces de um mapa planar conexo de n > 2

vértices (n constante) e e > 1 arestas € igual a
Fle)=e + 2 —n.



Quantidade de regidoes do plano

Teorema
A quantidade de regides do plano formada por
n > 1 retas em posicao geral €

nn+1) N
2

Q(n) = .

Obs.: um conjunto de retas estd em posicao geral no plano se nao existem no conjunto linhas
paralelas e trés ou mais linhas ndo t€m um ponto de intersec¢do em comum.



Prova da correcao de algoritmos

Algoritmo Produto (m, n)
Entrada: m e n, inteiros,n >0e m > 0.
Saida: retorna m - n.
{
i:=0;p:=0;
enquanto (1<n)

{

=1+ 1;
p:=p+m
}
retornar p



Como fazer?

1.  Proponhauma invariante de laco (IL), i.e., uma relacao entre as variaveis
envolvidas no laco e cuja validade permanece durante toda a sua execuc¢ao.

2.  Facga:
I — BASE: mostre que a IL é verdadeira imediatamente antes do inicio do lago;
IT — Hipotese de indugdo: admita que a IL € verdadeira no passo i -1;

IIT — Prove que a verdade da IL no passo i — 1 do lago implica na verdade da IL
no passo 1.

3 — Mostre que, quando a lago termina, a IL implica que o algoritmo esta correto.



Design de algoritmos por inducao



Relagao entre prova indutiva e algoritmo recursivo

i) Base

Caracterizada por n = 1.
Paran =1 asoma éigual a |I.
Pela féormula S(1)=1(1+1)/2=1.

Algoritmo S (n)
Entrada: n, inteiro, n > 1.
Saida: asoma 1 +2 + 3 + ...

{

ii) Hipotese de inducao
Sm-1)=mn-1)n/2

iii) Relacao entre S(n) e S(n - 1) se(n=1)
S(n) =14+2+..+n-1+n —» retornar 1
Sm-1)=14+2+..+n-1 senao

Logo, > retornar S(n-1)+n
S(n)=S(n-1)+n. / }

iv) Prova de que S(n — 1) implica em S(n)
Sn)y=S(n-1)+n

Usando a hipétese de indugdo,
Sn)=m-1)n/2 +n.

Logo,

Sm)=nn+1)/2,

como queriamos provar.



O calculo de S(5)

Algoritmo S (n) SO = 15
Entrada: n, inteiro, n > 1. k’,———\
?aida:asoma1+2+3+...+n. L>S(4)+5 — 15
se(n=1) \/\
retornar 1 SAB)+4 = 10
senao \_/_\
retornar S(n - 1) +n S (2) +3 = 6
}
M
S(H+2 = 3

~)



Relagao entre prova indutiva e algoritmo recursivo

i) Bases

-Paran=1asomaéigual a|l |e pela
formula S(1) =1.(1+1)/2=1.

- Paran =2 asoma é igual a |3 | e pela
formula S2) =22 +1)/2=3.

Algoritmo S (n)
Entrada: », inteiro, n > 1.
Saida: asoma 1l +2+3 + ... + n.

{

ii) Hipotese de inducao

Sm-2)=n-2)(n-1)/2 se(n=1)

iii) Relacdo entre S(n) e S(n - 2) retornar |

Sn) =1+2+..+n-2+n-1+n senao
Sn-2)=1+2+..+n-2 se(n=2)
Logo retornar 3
Sn)=S(n-2)+2n-1. | —— senao

\—> retornar S(n - 2) +2%n - 1
iv) Prova de que S(n — 2) implica em S(n) !

S(n)=S(n-2)+2n-1.

Usando a hipotese de indugao,
Sm)y=n-2)(n-1)/2+2n-1.
Logo,

Sm)y=nn+1)/2,

coOmo queriamos provar.



O calculo de S(5)

Algoritmo S (n) S (52\_ 15
Entrada: n, inteiro, n > 1. k N\
Saida: asoma 1 +2+3 + ... + 7. SB)+2*5-1 = 15
{ k\ —
se(n=1) % B
retornar 1 S()+2%3-1 =6
senao L:j
se(n=2)
retornar 3 = 1
senao

retornar S(n - 2) + 2*n - 1



Uma técnica de design de algoritmos por
induc¢ao

I — Proponha uma interface para o algoritmo.

IT — Descreva o significado da interface proposta.

A sentencga que descreve o significado deve especificar os parametros de entrada e

saida.

IIT — Desenvolva uma reduc¢ao de tamanho da solu¢do do problema.

IV — Tendo como referéncia a dinamica das redugdes, proponha uma ou mais bases.

V — Escreva o algoritmo.



O algoritmo para o problema da soma dos n primeiros
naturais obtido pela técnica descrita

I — Interface IT — Significado
S (n) Retorna a soma dos n primeiros nimeros naturais.

III — Reducao

S(n)  =1+2+..+n-1+n Comandos (tendo como

Sn-1)=1+2+...+n-1 referéncia o significado):

Logo, S(n)=S(n-1) +n. —> retornar S(n—1) +n
IV — Base

A reduc¢ao ocorre de forma subtrativa de 1 em
I,1e., Sn) > S(n—-1) — ... > S(2) — S(1). Comandos (tendo como
referéncia o significado):

Propomos a base paran=1.Paran=10
> retornar |

resultado da soma € igual a 1.




O algoritmo para o problema da soma dos »n primeiros
naturais obtido pela técnica descrita

V — Algoritmo

Algoritmo S (n)
Entrada: n, inteiro, n > 1.
Saida: asoma l +2+3 + ... + n.

{
se(n=1)
retornar 1
senao

retornar S(n-1) +n



Calculo do maior elemento de um conjunto

I — Interface IT — Significado
Maior (A, n) Retorna o indice do maior elemento do vetor A que

possui n elementos. -
m recebe o indice

IIT — Redugao do maior

elemento entre os
1 2 3 4 5 6 17 -=n Comandos: n - 1 primeiros

m := Maior (A, n—1);
se (A[n] >A[m]) retornar n

[ | -
4 4 r
m := Maior (A, n—1); se€nao etornar m

IV — Base

A reducdo ocorre de forma subtrativa de 1
em 1, assim propomos base paran = 1.

Um vetor com um dnico elemento tem o Comandos:

maior elemento na posi¢do 1. > retornar |



Calculo do maior elemento de um conjunto

V — Algoritmo

Algoritmo Maior (A, n)
Entrada: A, vetor, de n elementos, n > 1.
Saida: o indice do maior elemento do vetor A.
{
se(n=1)
retornar 1|
Senao
{
m := Maior (A, n—1);
se ( A[n] > A[m] ) retornar n
senao retornar m



Complexidade de algoritmos recursivos

Complexidade para resolver um
/ T(n) problema de tamanho igual a n.

Algoritmo S (n)
Entrada: n, inteiro, n > 1.
Saida: asoma l +2+3 + ... + n.

{

se(n=1) / T(1) =1 Complexidade para resolver um

problema de tamanho 1. Seja 1 o
valor do tempo para executar o
comando “retornar 1”.

retornar 1
Senao
retornar S(n-1) +n

Complexidade para resolver
um problema de tamanho
igual a n — 1 mais o tempo
para realizar uma soma. Seja
1 o valor do tempo para
realizar uma soma.

Tn-1)+1




Resolucdo de relagdes de recorréncia

T(l)=1
Thn)=Tn-1)+1,n=>2.



Resolucao de relacoes de recorréncia
« Método iterativo progressivo;

« Método “dividir para conquistar’;

» Método da substituicao.

Obs.: existem outros métodos.



Exercicios sobre método iterativo
progressivo

Resolver as seguintes relacoes de recorréncia:

)T(1)=1
Th)=Tn-1)+1,n>2.

2)T(1) = 1
Tm)=T—-1)+n,n>2.



Complexidade do algoritmo Maior

/ T(n)

Complexidade para resolver um
problema de tamanho igual a n.

Algoritmo Maior (A, n)

Entrada: A, vetor, de n elementos, n > 1.

Saida: o indice do maior elemento do vetor A.

Complexidade para resolver um

1 problema de tamanho 1. Seja 1 o

{
se(n=1) T(1) =
retornar
senao
{

valor do tempo (constante) para
executar o comando “retornar 1.

Tempo para executar uma

m = Maior (A, n—1);

/ Tn-1) + Instancia de tamanho igual a

n-—1.

se (A[n] >A[m])
retornar n
senao retornar m

1

Seja 1 o valor do tempo
(constante) para executar
estes comandos.




Complexidade do algoritmo Maior

T(1) =1
Tn)y=Tn-1)+1,n>2.

Resolvendo esta relagao de recorréncia,
teremos T(n) =n = O(n).



Outros problemas



Exercicio

Escreva um algoritmo recursivo para
buscar um elemento em um vetor (busca
linear).



Celebridade

 Definicao: entre n pessoas uma celebridade é
uma pessoa que € conhecida por todas as outras

mas que nao conhece nin

AO—0® B

Pessoa “A” conhece pessoa ‘B”

4

Celebridade: 3.

guém.

hm B~ W N =

I]1

C
Clv,w]=1:v CONHECE w




Solugao 1

I — Interface

Celebridade (C, n)

IT — Significado

Retorna o vértice celebridade v (1 <v <n) da matriz de conhecimentos C
de tamanho n. Retorna v = 0, caso ndo haja um vértice celebridade.

DA 48



Solugao 1
IIT — Reducao

v := Celebridade (C, n - 1);

CASO 1: 1 <v<n-1,1.e., existe celebridade entre os vérticesde 1 an — 1.

CASO 1.1:

T~

retornar v; // v é celebridade.

CASO 1.2: alguma das condi¢oes indicadas na figura acima falham.

retornar 0; // ndo hd celebridade.

DA 49



Solugao 1

CASO 2: v =0, 1.e., ndo existe celebridade entre os vérticesde 1 an — 1.

CASO 2.1:
1"\ /e\" 1
2‘\'n .%'.2
n-1 ‘J o n-1

retornar n; // n é celebridade.

CASO 2.2: alguma das condi¢des indicadas nas figuras acima falham.

retornar 0; // ndo hd celebridade.

DA 50



Solugao 1
III — Base

Caracterizada por n = 1.

o |

retornar 1; // 1 é (trivialmente) celebridade.

DA 51



Complexidade da solucao 1

T(n) =T 1) +2(n—1)

T(1)=0

Resolvendo: T(n) =n (n - 1) = O (n?).

Esta solugao tem a complexidade igual ao tamanho n? da entrada (uma matriz n x

n.

DA 52



Solucao 2

Idéia para outro tipo de reducao:

Descobrir as nao celebridades.

Sejam A e B duas pessoas.

Se A conhece B entao A nao é celebridade. Caso
contrario, B nao é celebridade.

Em qualquer caso, a reduz-se a quantidade de ndo celebridades em 1.

DA 53



Exercicio

Escrever o algoritmo Celebridade tendo como
motivacao a ideia da solucao 2.

DA 54



Solugao 2 - conclusoes

e Tamanho da entrada

do problema: n.

* Complexidade da solucao 2: O (n).

* Conseguimos resolver o problema em uma quantidade
de tempo menor que o tamanho da entrada.

* N3o reduzimos sim
de n paran — 1. Escol

plesmente o tamanho da entrada
lhemos uma reducao especifica de

n para n — 1 que nos promoveu o ganho de

complexidade.

DA 55



Divisao e conquista

 Em vez de reducdes subtrativas, usaremos
reducdes que dividem o tamanho do problema.

e Duas fases:

- Divisao: por exemplo, resolver dois problemas de tamanho n/2;

- Conquista: combinar as solugdes individuais para
chegar na soluc¢ao do problema de tamanho igual a n.



Exemplo de Design por “divisao e
conquista”

Merge Sort (ordenacdo por intercalacao)



Desenvolvendo o Merge Sort

I) Interface
MergeSort (A, i, f)

IT) Signiticado

Ordena “in-loco” o vetor A do indice i até o indice f.



Desenvolvendo o Merge Sort

) Reducao

MergeSort (A, i, m)  MergeSort (A, m + 1, f)

l l

1145602319
I 2 3 n-1 n
Intercalar as duas partes ordenadas

l

O0(1{2|13(4|5|6(9




Desenvolvendo o Merge Sort

Comandos:
m:=| (+1)/2];
MergeSort (A, 1, m);
MergeSort (A, m + 1, 1)
Intercalar (A, 1, m, f)

IV) Base

E caracterizada por i = f (veja redugdes “dividir para conquistar™).
Comandos (para ordenar uma faixa de vetor com 1 elemento):

Nenhum comando é necessario.



Desenvolvendo o Merge Sort
V) O Algoritmo

Algoritmo MergeSort (A, 1, 1)
Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor (1 <f).
Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{
se(1<f) //Oui1#f.

{
m:= (+f)/2];
MergeSort (A, i, m);
MergeSort (A, m + 1, {);
Intercalar (A, 1, m, f)
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Ilustrando o funcionamento




Complexidade

Seja a quantidade de elementosn =1—-1+ 1

Algoritmo MergeSort (A, 1, 1)

T(n)

Entrada: vetor ‘A’ e indices ‘1’ e ‘f” do vetor (1 <f).

Saida: o vetor A, ordenado “in-loco” do indice ‘1’ até o indice ‘f’.

{
se(1<f) //Oui1#f.

{

T(n/2)

m:=L G+f)/2]; P

MergeSort (A, 1, m);

MergeSort (A, m + 1, f); /

Intercalar (A, 1, m, f)

) ™~

} ——[T(H)=0

T(n/2)




Algoritmos “Dividir para Conquistar”
dao origem a relagdes de recorréncia
“D1vidir para Conquistar”

T(n)=2Tn/2)+n-1
T(1)=0



Solucgao geral de relagdes de recorréncia do
tipo “dividir para conquistar”
( Método da “Divisao e Conquista™)

Teorema:

A solugao da relacio de recorréncia T(n) = aT(n/b) + cn*, onde a
e b sao constantes inteiras, a = 1, b = 2 e ¢ e k constantes
positivas, €

r

O(HI%H) se a > bt
T(n)= -+ O(n"logn) se a=b*.
O (n*) se a < b*




Exercicios: resolva as seguintes relacoes de
recorréncia

1) Merge Sort
T(n) =2T(n/2) +n (desprezamos o -1)
T(1)=0

2) T(n)=4Tn/2)+n
T(1)=0



Exercicio

Aplique o Design “Divisao e Conquista” para buscar um
elemento em um vetor ordenado.



M¢étodo da substituicao

« Algumas relacoes de recorréncia nao podem ser
facilmente resolvidas pelo método da iteracao
progressiva € também nao se enquadram no modelo
que pode ser resolvido pelo método da “Divisdo e
Conquista”.

» O método da substitui¢ao, baseado em inducao, pode
ser util nestes casos.



Entendendo o método da substituigao,
aplicado a uma relacao de recorréncia
simples

« Exercicio: resolva a seguinte relacao de recorréncia
pelo Método da Substituigao.

Tn)=Tmn-1)+n
T(l)=1



Aplicando o Método da Substitui¢cdao a uma
relacao de recorréncia de “historia
completa”

Exercicio: Mostre, pelo Método da Substituicao, que
O (n log(n)) € solucao da relacao de recorréncia:

T(n)= n—1+gnZ_iT(i)
n =

T(1)=0



Soluc¢ao da relacao de recorréncia

Pelo método da substituigao.

Postulamos que T(n) = O (n log n), paran > 1.

Precisamos mostrarque 3¢ >0e N |T(n)<cnlogn,V n=N.



Solucao da relacdo de recorréncia

1) Base
T(1)=0.
Para satisfazer a base 1, precisamos T(1) =0 < ¢'1'log 1 = 0. Qualquer valor de c satisfaz.

1) Reducao
E dada pela expressao geral da relacao de recorréncia, para a qual:

2 n—1
T(n)=n—1+=) T(i) -
n i
i11) Hipodteses de indugao

Como T (n) reduz para T(1), T(2), ..., T(n - 1) entdo formulamos o conjunto de hipoteses:
T(A)<cilogi,parai —>2,3,4,..,n—1.



Soluc¢ao da relacao de recorréncia

iv) Provade que o fatode T(i) <cilogi,i — 2,3, 4, ...,n— 1, implica que T(n) < c n log n.
2 n—1
T(n)=n-1+=) _T()
noim

2 n—1 . .
T(n)<n—-1+— Z cilogi (usamos a hipétese de inducio).
n =

n—1

Cc . . ) .
T(n)<n—-1+— Z ilogi (tiramos a constante ¢ para fora do somatorio).
i=1
2¢ 1 , I, < o e
T(n)<n—-1+==(=n’logn——n*-1) (a expressdo que substitui 0 somatério serd mostrada
n 2 depois).

C
T(n)<n—14+cnlogn— 5 cn——  (aplicamos a distributiva em relag¢io a 2c/n)
n

T(n) <n+cn log n— l cn (eliminamos -1 e -2c¢/n)
2



Solucao da relacao de recorréncia

2n—cn
T( n) <cnlo gn+— (rearranjamos a ordem dos termos e agrupamos n e — (1/2)cn).

Como 2n — cn < 0 para ¢ = 2 (restricdo para o valor de ¢),

T(n)<cnlogn para, digamos,c=2eN=2.



1

n—1 . . 1
Mostrando que Zl logi < Enz logn — an ~1
i=1

nz—lilogiijXIngdx
i=1 )

Vamos resolver a integral pela regra da cadeia, onde I”d" —uv- I vdu

Sejam:
u=1logxedv=xdx

Assim:
1
du = 1 entio, du=—dx ;
dx x X

J.dv:J.xdx entdo, v:%xz;

1 1,1
xlog xdx=—x*logx— | —x*—dx .
I : 2 e IZ X



1 1

n—1
Mostrando que D ilogi< Enz logn —an -1
i=1

1 1
xlog xdx = — x*log x —— x°.
j g > g 4

Voltando a integral com limites definidos:

n

f 1 1 1 1
xlogxdx=|—x*logx——x*| ==n’logn——n
! g [2 gx— | Jn’logn——

2

-1

<~ . N |
ilogi<—n“logn——n"-—1.
Logo, ; g > g 4

1 1
2 _2loe2+1=—n’logn——n*—1.
g > g 4



